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THEOREME DES RESIDUS DANS C*
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Résumé. Dans cet article on propose la démonstration alternative du théoréme des résidus
dans C*.

1. Le résidu a Pinfini

Soit A(Y;.Y,) un polynéme dans C*. On définit

- X = X
h(X,,X,)=X,"“"h ELELE R h(X,,X,)=X,""h X 1
1 Xl Xl Xl

Soient get f,f, des polynémes dans C’. On pose s = deg f, +deg f, —deg g - 3.
Dans ce qui suit on supposera deg f; 21 et deg f, >1. On considérera le cas de
s <0.

Soit /,, une droite 4 I’infini et soient C, :V( l)P et C, :V( 2)P les fermetures
des courbes affinnes ¥( 1):{zeC2 : fl(z):O} et V(fz):{zeC2 : fz(z):O}

dans P*. Pour ael, c P?onprend & et @ comme leur images affins dans C*.
Lemme. On suppose que les polynémes f, et f, n’aient pas de facteurs communs.

Si le point (0:0:1) n’appartient pas aux courbes C, et C,, on al’égalité

ZResa §/(J715X1ﬂ]~(2) = ZRes; g/(Xli‘Y}ls]N(z)

2 W,
Preuve. D’aprés la régle de transformation [1, 5], on a
Res, g/(7i 707" ) = Res, 2/(71. 47 7,) (1)
si aeC, NI, et f,(@)#0. De méme
Res; Z/(7i75. X7 ) =Res; /(70X 71 ) =—Res; g/ (X7 AL5) @
si beC, L, et £(5)=0
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Soit maintenant ¢ € (C1 e Cz)m [.,. Supposons pour I’instant que chacun de germes

A A

71 et 72 au point ¢ ait la décomposition sans facteurs multiples. Soient fl = ]A’“ j;lp

et f, =fy ...~ /5, au voisinage du point ¢. En prenant des paramétrisation

@, =(p,,.0,,) et Y, :((//U ,l//2j) des zéros de f; et f,;, on obtient [2]
Res; g/(]N(l]N(z»Xlﬂ) =
— Z res, §(®1)¢{/ _ Z res, g'(IIJJ )7//{J

I<i<p 0 flfz I</<q 0 ]7172 )
Wy T g

_Zreso = g(q)i)wl,/ _ Zreso = g(qu)y/l']
)R T )i

Res; E/(}],st]z)Jr Res; g/(jzaXlﬂz):
Res; g/(ﬁ,X(“'f‘z)— Res; g/(X;Sfla72)

Si quelconque de germes au point ¢ admet les facteurs multiples on choisit des

constants ¢, et «, de telle maniere que les germes (}1 +a, X, "'fz) et

(72 +a,X,| ‘}l) restent sans facteurs multiple au point ¢ [2]. On peut appeler

maintenant I’égalité précedente et appliquer la régle de transformation

Res, &/(7.72. X *‘*'):

Res; g( 1+o,0,X /((fl +a, X, f2Xf2 +a, X, fll )—
Res; g( 1+o0,X ( +a, X/ fz, (f2+a2Xl"f1))
—Res; g(+aa2 )/( (f1 +a1X1"’f2),]~‘2+a2X{“J7):
Res, 20—y, X2 (7 + o X7 Fo X7 (B + 20X 7))
+Res, g - 20,0, X% ( L+ alX"yfz,X""(fz +a2X"“fl))
_Reswg( —on X )/( (f1+0‘1X lef2+“2X fl)
~Res, §-20,0, X7 [X7 (7 + e X7 ) 7y + 000 X7 F )=
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Res; g/(J?laXlﬂfz)Jrzalaz Res; gXlﬂ/(J’;l +0’1X17SJ72>]72 "‘azXlﬂfl)
—Res; g/(XlﬂJ71>]~(2)_ 2040, Res; gXlﬂ/(]NFI +0’1X1ﬂ]~(231~(2 +0’2X17SJ71):
Res; g/(J7l>X1ﬂ72)_ReSE g/(XliS]lsfz)

Par consequent
Res; g/(7172 aXl_s) =Res; g/(fl »Xl_siz)_ Res; g/(Xl_SJN(l972) (3)

si ce(C,nCy)NL,.
D’apres (1), (2) et (3) il vient

SRes. 7/(7i 7047 ) = Y Res, g/ x5 ) - SRes; /(X7 7

ce(CruCy )iy, aeCynly, beCyily,

L’ application (]7172 ,X{S) n’a pas de zéros a I’infini et

deg g <deg g =deg 1, +deg f, _S_3Zdeg(71]72)+degX1"" _3

La formule d’Euler-Jacobi-Kronecker [1, 4, 5] conclut que la somme des résidus
ci-dessus a gauche s’annule. Ceci fini la preuve du lemme.

Pour le polyndme 4 soit h=h" +h,_,+...+h, sa decomposition en formes homo-
geénes. Alors
n(X,,X,)=h" (LX) + X,k (LX) + o4 X hy

et

WX, X,)=h" (X)) + Xk, (X,0)+...+ X['h,

ou n=deg h.
Observation. Soit [ = (1,1, ) un changement linnéaire des variables dans C°. Alors

W10 X) = 0,0, e ( [1 ’2(1’X2)]+11(X1 )hn_l(]/z(l,xz)]+

’ZI(I’X2) 1’)(2 11(1’X2)

(i)

oun=defh.
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Proposition 1. Soit [ =(1,,l,) un changement linnéaire des variables dans C’ du

jacobien J, =1 et tel que YA fiel et Yl/‘ Sy el. Alors

Res., g/(]N’l,Xl_S]N‘z): Res () gzl/(f1 SLX S, 31)
pour tout ae C; NI\ {(O :0:1)}. De méme
Res[; g/(Xl_SJN(bfz): Resf,l(b) g 31/(X1_Sf1 Sl f, 3l)

pour tout be C, NI, | {(O 20 1)

Preuve. On applique la régle de transformation des résidus [5] et I’observation ci-
dessus. Avec m =deg g, n, =deg f;, n, =deg f, et [, =1,(1,X,), 1, =1,(1,X,) il
vient

Res; ., ¢ 51/, 31X £, 51)=

l
122
>l

Z v l L Z{’{fl*( j+}
Resrl(a)ll”’{g{l,ljJrlgml(1,2j+...+(2j g()] ! =

L) I I
O ! ! X7 { 7 (1, ézj +. }
1

/
fIL 2|+
m 1 > R
m—(ny+ny—s + l? X / l? |: [ ll
Resf,l()ll m+my =) g L2+ g, L2+ g L
¢ l 11 ! X, o b
R I 5 BT
L l;

ou m —(n1 +n, —s)z 3. En passant par le changement biholomorphe local des va-
X, Lx,)

11(19X2J’ l](laXz)

sidu démandé. Cela finit la démonstration de la proposition.

Proposition 2. Soit acC,NIl,. Sia# (O :0: 1) et a# (O o1 0), on a l’égalité

3
1

J
riables go(Xl,Xz):( ) du jacobien J, ==L on retrouve le ré-

Res, §/(]71,X1_S72):_Res5 E/(z»)(f‘y]?z)

Preuve. On passe par le changement biholomorphe local des variables
(X 1
¢ ‘le"XVZ)_[‘X'2 ’XZ )
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Corollaire. 1/ existe un nombre R tel que pour tout changement linnéaire | des
variables dans C’du jacobien J, =1 et tel que Yl/‘ fiol, YJ fyelet

Y| fiol, Y| fi ol onait

ou bien

R= Z Reslzfl(a)g§l/(.fl§Z’X1_Sf2%l):

Resl:il(b) g %Z/(Xl*‘f'l %lafZ %l)

beCynl,

Preuve. On applique le lemme et les propositions 1 et 2.
Définition. Un nombre R étant donné ci-dessus on appellera résidu a l’infini de g

et fz(fl,fz) et on le notera par Res, g/ f .

Le théoréme des résidus

Proposition 3. Soit x=(x,,x,), x#0, un zéro isolé de [application

f=(f.1,) Alors
Res, g/(fl»fz):_Resx g/(?l»Xl_SJN(z):_ReS; g/(Xl_SJN(lafz)

ou bien
Res, g/(f;./>)=Res- E/ (7x77, )= Res, E/ (X7 7.7,)

Théoréme des résidus. Soit f = ( fis fz): C? - C? une application polynomiale

de zéros isolés. Pour tout polynéme g:C* — C on ait
D Res, g/f +Res, g/f=0
xef™(0)
Preuve. Le cas de s=deg f; +deg f, —degg —3>0 étant prouvé dans [3]. Soit

s < 0. Prenons un changement linnéaire / des variables dans C’du jacobien J, =1

et tel que Y]/‘ fiel, YJ fy ol et Yz/‘ fiel, YJ £y ol et I™'(x)eV(Y;) pour
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tout xe f 71(0). D’aprés la proposition ci-dessus et de la définition d’un résidu
a l’infini on a

D Res, g/f+Res,g/f= D Res, gol/(fiolfrol)+Res, g/f=

xef*l(O) xe.fil(o)

= > Res; g5/l 51X S 5 )
~ Y Res;, g50/(4 51X 1, 51

L’application (fl SLX'f, l) n’a pas de zéros a I’infini et

deg(g 5/)<degg =deg f, — 5 +deg f, — 3 =deg(f; 5 1)+ deg(X;" £, 51)-3

D’aprés la formule d’Euler-Jacobi-Kronecker [1, 3, 5] la somme des résidus
ci-dessus s’annule. Ceci conclut la preuve du théoreme.
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