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STYCZNOSC ZBIOROW A PRZEKSZTALCENIA AFINICZNE

Jerzy Grochulski
Instytut Matematyki i Informatyki, Politechnika Czestochowska

Streszczenie: W pracy wykazano, ze zbiér odwzorowan réznowartosciowych spetniaja-
cych warunek: istnieja liczby rzeczywiste m > 0 i M > 0 takie, ze dla dowolnych niepustych
zbioréw A, B speliona jest nierownos$¢ mil(4,B) < I(fA), AB)) < MI(A4,B), stanowi grupe
algebraiczna ze wzgledu na skladanie przeksztalcen, zawierajaca grupe podobienstw.
Wykazano rowniez, ze gdy E jest przestrzenig liniowo metryczna, to odwzorowania
afiniczne stanowia podgrupe tej grupy. Dowiedziono, ze styczno$¢ zbiorow jest niezmien-
nikiem tak zdefiniowanej grupy przeksztalcen.

Niech (£, p) bedzie przestrzenig metryczng. Niech K(p,r) odpowiednio S(p,r)
oznacza odpowiednio kule sfer¢ o srodku w punkcie p e Ei promieniu 7. Przez
t - otoczenie niepustego zbioru 4 C E - rozumiemy

4,= U K(p.p) dla >0 (1.1)
pe

A =4 dla =0 (1.2)
Niech Ey oznacza rodzing niepustych podzbioréw zbioru E i niech / bedzie nie-

ujemng funkcja rzeczywista okreslona na iloczynie kartezjanskim E, x Ey, spehnia-
jaca warunek

() )= plx.y) dla  xyeE @)

Niech a i b beda nieujemnymi funkcjami rzeczywistymi okreslonymi w prawo-
stronnym otoczeniu zera takimi, ze

a@)—>0 i b(r)—>0 dla r—>0"

Niech 4,B e E,, para (4.B) jest (a,b)-skupiona w punkcie p e E, jesli zero
jest punktem skupienia wszystkich liczb rzeczywistych » > 0 takich, ze zbiory

AmS(p’r)a(r) i BnsS(p, r)b(r)
sg niepuste.
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Zbiér A uwazamy za (a,b)-styczny do zbioru B rzgdu k(k > 0) w punkcie p € E,
jesli para (4,B) jest (a,b)- skupiona w punkcie p, i

r—0

1
r_kl(A M S(p’ r)a(r)’ BN S(p’ r)b(r) )—)O
co zapisujemy

(4,B)eT,(a,b,kp) 3)

Niech f:E— E bedzie odwzorowaniem roéznowartosciowym, speiniajacym
warunek

m (4, B)<I(f(A), f(B))<M I(4, B) )

Istnieja liczby m, M takie, ze dla dowolnych 4, B € E,.
Stwierdzenie 1. Jesli m = M, to fjest podobienstwem w przestrzeni (E, p).
Dowdd. Zatézmy, ze m = M, woéwczas

I(f(4). f(B))=mi(4,B)
Ktadac 4= {x}, B= {y} z (2) otrzymujemy
p(f (. f()=m plx.y)

To konczy dowdd.
Stwierdzenie 2. Zbior odwzorowan f spelniajacych warunek (4) jest grupg alge-

braiczng ze wzgledu na sktadanie odksztatcen.
Dowod. Zatdézmy, ze istnieja liczby my, m,, M), M, takie, ze dla dowolnych
A,BeE;:

ml(4,B)<1(£,(4). £,(B))< M,/(4,B)

mol(4. B)<I(,(A). £,(B))< M;i(4,B)
Stad

mmyl(4, B)< m(f,(A). £, B)<I(f, /(). /. /(B)) <
< M,I(f,(A), f,(B))< M, M,I(4, B)

Wynika stad, ze jesli f;1 f, spetniaja warunek (4), to ztozenia ff, spelniaja warunek (4).
Funkcja id(4) = A dla 4 € E, spetnia réwnos¢

1(id(A),id(B))=1-1(4, B)
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wiec spetnia warunek (4) ze stala m =M= 1.
Z definicji odwzorowania f wynika istnienie odwzorowania 1.

Niech f'spetnia warunek (4), wiec
mily ™ ), £ B))< i (), 7 (B)=1(4, B)

14, B)=1(fr " (), ' (B))< Milf ). £ (B))
Stad
ﬁl(A,B)Sl(f'(A),f'(B))Sil(AaB)
m

To konczy dowdd.

Stwierdzenie 3. Przeksztalcenie afiniczne przestrzeni afinicznej n-wymiarowe;j
jest ztozeniem izometrii i » powinowactw wzgledem n podprzestrzeni n—1-wymia-
rowych parami ortogonalnych.

Przez ki, k,....k, oznaczmy wspotczynniki powinowactw wzgledem n—I-wymia-
rowych podprzestrzeni, na ktére rozklada si¢ przeksztatcenie afiniczne f, wowczas
dla A,Be E,

minf{k,,k, ...k, (4, B) < (£ (A4), f(B)) < max{k,,k,.,....k, }I(4, B)

Ktadac
m =min{k,,ky,...k,} i M =max{k,k,,..k,}

sy g Ay

otrzymujemy nieré6wnos¢
ml(4, B)<I(f(A), f(B))< Mi(4,B)

dla 4,BeE,.

Zatem odwzorowania afiniczne spetniaja warunek (4).
Z definicji (1.1), (1.2) zbioru 4, wynikajg inkluzje:

S(p,r)a(r) C{er; r—a(r)Sp(p,x)£r+a(r)} (5.1)
S(p,r)b(r) C {x eE, r-b(r)< p(p, x) <r+ b(r)} (5.2)

Na ogdél znaku zawierania nie mozna zastapi¢ znakiem réwnosci. W przestrzeni
afinicznej E jednak spelniony jest warunek:
Dla kazdego punktu p e E dowolnej liczby » > 0 istnieje punkt g€ E taki, ze

p(p,q): r, ktory pozwala w zwigzkach (5.1) i (5.2) znak inkluzji zastapi¢ zna-
kiem réwnosci.
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Wiec
S(p.r)yr =txe E; r—a(r) < p(p.x) <7 +a(r)}
S(p.r)yy =tx€ E: r=b(r) < p(p.x) <7 +b(r)}
Zatem
(4 {x;r —a(r) < p(p,x)<r+a(r)}, B {x;r —b(r) < p(p,x) <r +b(r)}) =
= (AN SP.7) o). BOS(P.Pnis))

Zatézmy, ze

|
r—kl(A AS(PF)urs BOS(Pr)y,)) >0 dla r—0 (6)

to dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich ¢, 1,
1
e (r—am) < plp.x) <t + aB O v (= b() <

< p(p, x) <, (” + b(”))})r—m* -0

Niech f bedzie odwzorowaniem spetniajagcym warunek (4).
Stwierdzenie 4. Jesli (A, B)e T, (a, bk, p) i spetniony jest warunek (6), funkcja

f spetnia warunek (4), to (f(4), f(B)) e T;(a,b,k, f(p)).
Dowdd. Dla dowodu zatézmy (A, B)e T, (a,b, k, p),to znaczy para (4,B) jest
(a,b)-skupiona w punkcie p i

1 +
r—kl(AmS(p,r)a(,),BeS(p,r),,(,))—>O, gdy r—0

Z warunku (6) mamy dla ¢, _ L it,=—
M m

r

Lkl(A N {x; ﬁ (r —a(r)) < p(p.x)< %(r + a(r))},B N {x;ﬁ (r—b(r))<
r—>0

<plp.9)<—(r+ b(r))B—nO

Dla A€ E, i punktu pe E oraz r>0

FA)AS(P1) oy = () x4 7 —a(r)< p(f(p), f(x) <r +a(r))}
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7 warunku (4)
mp(p.r) < p(f(p). £(x) < Mp(p,x))
manmy
= . F(P)= (P < plF (0. S ()
Wiec

1 (r - a(r)) < p(p,x)< 1 (r + a(r)) dla xe 4
M m
Analogicznie
1 1
— (r - b(r)) <p(p,x)<— (r + b(r)) dla xeB
M m
Uwzgledniajgc nierownosci, otrzymujemy

rikz(ﬂA)mS(p, oy F(B) O S(p.r)ye )=

- rikl[f(x>; (= ar)< p(pox) <7 + alr) {f(xx (b)) <
<p(p,x)< i(r + a(r))}} < M%I(A N {x;i(r - a(r))< p(p,x)<
m r M

<l(r + a(r)) ,BM x:i(r —b(r))< p(p,x) <i(r + b(r)) — 0
m m M r—0
Wynika stad prawdziwos¢ stwierdzenia 4.
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