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O PEWNYCH DEFINICJACH STYCZNOSCI ZBIOROW

Tadeusz Konik
Instytut Matematyki i Informatyki, Politechnika Czestochowska

Streszczenie. W niniejszej pracy oméwiono pewne definicje stycznoéci zbioréw w prze-
strzeniach metrycznych. W poczatkowej czeéci pracy przedstawiono bardzo ogdlng definicje
stycznoéci zbioréw W. Waliszewskiego, a nastepnie podano zwiazki tej definicji ze znanymi
wczeéniej definicjami styczno$ci tukéw prostych w przestrzeniach metrycznych.

1. O stycznoSci zbioré6w w uogélnionej przestrzeni metrycznej

Niech F bedzie dowolnym, niepustym zbiorem, natomiast [ nieujemng
funkcja rzeczywista, okreSlona na iloczynie kartezjanskim Fg x Ey rodziny
FEy, wszystkich niepustych podzbioréw zbioru E. Przez [y oznaczmy funkcje
okre$long wzorem

lo(z,y) = l({z},{y}) dla z,yecE (1)

Jedli na funkcje | nalozymy pewne warunki, to funkcja lg okre$lona wzorem
(1) bedzie metryka zbioru E. Z tych powodéw pare (E,l) mozna traktowac
jako pewne uogdlnienie przestrzeni metrycznej i nazywac¢ bedziemy uogélniona
przestrzenig metryczna.

Korzystajac z warunku (1) mozna w przestrzeni (E,l), podobnie jak w
przestrzeni metrycznej, zdefiniowaé kule otwarta K, (p, r) o $rodku w punkcie
p € E i promieniu r > 0

Ki,(p,r)={x € E: lp(p,xz) <r} (2)

Przyjmujac rodzine wszystkich kul otwartych o promienich dodatnich za
pelny uktad otoczen, nadajemy zbiorowi FE charakter przestrzeni topolo-
gicznej. Zatem, kazda uogdélniona przestrzen metryczna (E, 1) wyznacza pewna
przestrzen topologiczna (E,7;). Zbiorami rodziny 7; sa sumy kul otwartych
K, (p,r), a rodzina wszystkich kul otwartych stanowi baze¢ przestrzeni (E, 7;).
Rodzina wszystkich kul otwartych Kj,(p,r), o srodku w punkcie p i promie-
niu wymiernym 7, stanowi baze przestrzeni topologicznej (E, ;) w punkcie p.
Zbiér A C E uwazamy za otwarty w topologii 7; wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego punktu p € A istnieje liczba r > 0 taka, ze Kj,(p,r) C A.
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Niech zbidr Sj,(p, 7). oznacza tu tzw. u-otoczenie sfery Sy, (p,r) o érodku
w punkcie p i promieniu r > 0 w przestrzeni (F,[), okre§lone wzorem

U Kp(gu) dla uw>0
SZO (p, T)u = qGSlo (p,r) (3)
Sio(p, ) dla u=0

Niech a, b beda dowolnymi, nieujemnymi funkcjami rzeczywistymi okresSlo-

nymi w pewnym prawostronnym otoczeniu 0 takimi, ze
a(r)——0 i b(r)——0 (4)
r—0+ r—0+

Moéwimy, ze para (A, B) zbioréw A, B € Ey jest (a,b)-skupiona w punkcie
p przestrzeni (E,l), jeSli 0 jest punktem skupienia zbioru wszystkich liczb
rzeczywistych r > 0 takich, ze zbiory A N Sy, (p,7)ary 1 B N Sy (P 7)b(r) S2
niepuste.

Zgodnie z definicja podang przez W. Waliszewskiego w pracy [12] méwimy,
ze zbiér A € Ey jest (a,b)-styczny rzedu k (K > 0) do zbioru B € Ey w
punkcie p przestrzeni (E,1), co zapisujemy (A, B) € Tj(a,b, k,p), jedli para
zbioréw (A, B) jest (a,b)-skupiona w punkcie p tej przestrzeni oraz

(AN Sy (P, 7)a(ry, BN Sty (P, 7)pr)) ——0 ()

1
r* ot

Relacje Tj(a, b, k,p), okreslong powyzej, nazywamy relacja (a, b)-stycznosci
rzedu k w punkcie p (lub krétko: relacja stycznosci) zbioréw w uogélnione;
przestrzeni metrycznej (E,1).

W tym miejscu powstaje pytanie: skad taka definicja stycznosci zbioréw?
Zwiazek przedstawionej powyzej definicji stycznoSci zbioréw ze znanymi
wczeéniej definicjami styczno$ci zbioréw, w szczegdlnoéci tukéw prostych,
zostanie oméwiony ponizej.

2. O zwiazkach miedzy definicjami styczno$ci zbioréw

Niech E, podobnie jak ustepie 1 pracy, bedzie dowolnym niepustym zbiorem,
natomiast p metryks tego zbioru. Niech I, oznacza w przestrzeni metryczne;
(E, p) klase wszystkich tukéw prostych o poczatku w punkcie p € E. Przez tuk
prosty rozumiemy tutaj homeomorficzny obraz przedziatu [0, 1].

W pracy [3] S. Golab i Z. Moszner, uogélniajac pojecie kierunku oparte na
definicji miary kata, wprowadzone przez J. Haantjesa i R. Nottrota w [5] dla
przestrzeni metrycznych, podali definicje stycznoS$ci tukéw prostych w dowolnej

70



Prace Naukowe Instytutu Matematyki i Informatyki Politechniki Czestochowskiej

przestrzeni metrycznej (E, p). Zgodnie z ta definicja méwimy, ze tuk A € I,
jest styczny do tuku B € I, w punkcie p € E, co zapisujemy AT,B, jesli

/
p(p, ) Ase—p
gdzie 2’ jest rzutem punktu z € A na tuk B.
Przez rzut punktu z € A na tuk B = {z(¢) : 0 <t < 1} rozumie si¢ tutaj
punkt ' = z(to) € B, ktéry odpowiada najmniejszej wartoSci tp parametru ¢
i taki, ze

p(z,2") = p(z, B) = inf{p(z,y) : y € B}

Z definicji (6) wynika natychmiast, ze relacja stycznoSci T, jest relacja
zwrotng w klasie I, czyli AT,A dla A € I,. Relacja ta jest ponadto relacja
przechodnia w tej klasie, to znaczy

(AT,B A BT,C)= AT,C dla A,B,C€l,

co pokazuje Twierdzenie 1 pracy [3].

Relacja T}, okre$lona przez (6) nie jest jednak relacjg symetryczng w klasie
I, tukéw prostych. Jesli jednak o tuku B zalozymy, ze nalezy do klasy A, to
T}, jest relacjg symetryczng w tych klasach, tzn.

AT,B = BT,A dla Ac€l,i B€A,

co wynika z Twierdzenia 2 wyzej wymienionej pracy.

Przez A, oznaczamy tutaj klase tukéw prostowalnych o poczatku w punkcie
p € E i majacych wlasno$¢ Archimedesa w tym punkcie, to znaczy klase
wszystkich lukéw A speliajacych warunek

{(pz) ]
,0(]?, .CC) Adz—p

gdzie {(px) oznacza dtugosc tuku pr o poczatku p i koncu z.

Oczywiscie klasa A, zawiera si¢ w klasie tukéw prostych I,,. Z powyzszych
rozwazan wynika, ze relacja stycznosci 1), jest zwrotna, symetryczna i prze-
chodnia, tzn. jest relacjg réwnowaznosci w klasie A, tukéw prostowalnych
o wlasnoéci Archimedesa w punkcie p € E.

Wykorzystujac definicje kata zawartego miedzy tukami prostymi podang w
ksigzce [1] przez A.D. Aleksandrova, w pracy [9] S. Midura wprowadza nowa
definicje stycznosci tukéw prostych klasy I,. Wedtug tej definicji tuk A € I,
jest styczny do tuku B € I, w punkcie p € E, co zapisujemy AT B, jesli
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PP(p,7) + p*(p,y) — p*(2,y) ) 7)
2p(p,z)p(p, y) AxB3(2,9)—(p.p)

Z definicji (7) wynika natychmiast, ze relacja stycznoéci 11 jest symetryczna
w klasie tukéw I,,. Relacja ta jest ponadto relacjg przechodnig w klasie I,
o czym $wiadczy Twierdzenie 4 pracy [9]. 77 nie jest jednak relacja zwrotna
w tej klasie. Jedli jednak zalozymy, ze AT1B dla A, B € I, to ATh'A i BT1B,
co wynika z symetrycznoS$ci i przechodnio$ci tej relacji w klasie Ip,.

Z definicji stycznoSci podanej przez S. Midure wynika stycznost tukéw klasy
I, w sensie definicji stycznosci podanej przez S. Gotaba i Z. Mosznera. Impli-
kacja odwrotna jest falszywa. Jednak w Twierdzeniu 3 pracy [9] S. Midura
udowodnil, ze jesli AT,B i relacja stycznosci T jest zwrotna dla tych tukéw,
to ATlB .

W tej samej pracy S. Midura wykazal (zobacz Twierdzenie 6 pracy [9]),
ze w przestrzeni kartezjanskiej n-wymiarowej tuk A € I, jest styczny do
siebie w punkcie p € F wtedy i tylko wtedy, gdy tuk ten ma styczna w tym
punkcie. Stad wynika, ze w klasie tukéw gladkich, w przestrzeni kartezjanskiej
n-wymiarowej, definicje stycznosci S. Golaba, Z. Mosznera oraz S. Midury sa
réwnowazne.

W pracy [11] W. Waliszewski podal definicje klasy zbioréw Hy,:

2 2 2
. p2(p,x)+p°(p,y) —p°(x,y)
Hy={ACE:pecAi 1 (8
p=1 2p(p, ) p(p, y) Ax A3 (2,y)—(p,p) b®

gdzie A’ oznacza zbiér wszystkich punktéw skupienia zbioru A.

Z definicji tej wynika, ze Twierdzenie 3 pracy [9] mozna sformulowaé:

Jesli AT,B oraz A,B € Hp, to tuk A € I, jest styczny do tuku B € I,
w punkcie p € E w sensie definicji stycznosci podanej przez S. Midure.

W pracy [9] S. Midura udowodnil takze (zobacz Twierdzenie 2), ze relacja
stycznosci T, jest symetryczna dla dowolnych tukéw A, B € I, pod warun-
kiem, ze tuk B € H,.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze relacje stycznoSci tukéw T, i T sg
réwnowazne w klasie zbioréw I, N Hp,.

W pracach [10, 11] W. Waliszewski zastosowal definicje stycznosci hukéw
podana przez S. Golaba i Z. Mosznera do klas zbioréw istotnie szerszych od
klasy I, tukéw prostych, to jest do zbioréw niekoniecznie majacych strukture
zadana poprzez parametryzacje, i uogdélnit wyniki otrzymane przez S. Gotaba,
Z. Mosznera i S. Midure. W powyzszych pracach méwi sie, ze zbiér A C F
jest styczny do zbioru B C E w punkcie p € E/, co zapisujemy AT, B, jesli
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pe A oraz

pla,B)
p(p; ) Aawo ©)

gdzie p(z, B) oznacza odleglto§¢ punktu x € A od zbioru B w przestrzeni
metrycznej (E, p).

W pracy [10] W. Waliszewski wykazal, ze relacja stycznosci T}, jest prze-
chodnia w klasie zbior6w A, = {A C E: p € A'}. Relacja T}, jest oczywiécie
relacja zwrotng w tej klasie. W wyzej wymienionej pracy W. Waliszewski
udowodnil takze, ze relacja ta jest symetryczna, tzn.

AT,B= BT,A dla A€C, i Be A (10)

Klasy zbioréw C) i A, ktére wystepuja w warunku symetrii (10) sa okreslone
nastepujaco:

C,={ACE: pec A iskladowa zbioru A zawierajaca
punkt p nie redukuje si¢ do tego punktu} (11)
natomiast
Ay ={B C E: pec B iistnicje liczba A > 0 taka, ze

i p(z,y) — Ap(z, B)
im sup
[B;p]>(x,y)—(p,p) p(p, )

<0} (12)
gdzie

[B;p] = {(z,y): € E, y€ B oraz p(x,B) < p(p,x) = p(p,y)}

Zbiér A, o ktérym mowa w definicji (11) klasy C,, oznacza domknigcie zbioru
A w przestrzeni metrycznej (E, p).

W pracy [11] W. Waliszewski uogélnia uzyskane wczeSniej wyniki pracy
[10] dotyczace symetrii relacji 7),. Mianowicie, Twierdzenie 1 tej pracy méwi,
ze relacja stycznoéci T), jest symetryczna dla dowolnych zbioréw A € C), oraz
B e Mp, gdzie

Mp ={B C E: p € B oraz istnieje liczba u > 0 taka, ze
dla dowolnego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze

dla kazdej pary punktéw (z,y) € [B;p, y,

p(z, B)
p(p; )

p(,y)
p(p, )

jesli p(p,z) <6 i <0, to <e} (13)
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oraz

[Bip.pl ={(z,y): v € E, ye B i pp(z,B) <p(p,x) =p(p,y)}

Celowo zastgpitem tutaj klase zbioréw M)y, ktéra wystepuje w oryginale tego
twierdzenia, klasa ]\71,, gdyz w pracy [2] A. Chadzynska wykazala, ze klasy te
sg réwne, a ponadto w wielu swoich pracach dotyczacych styczno§ci zbioréw
(zobacz prace: [6]-[8]) zajmuje sie klasami zbioré6w bedacych uogélnieniami
klasy Mp.

Poniewaz I, C Cp, Ay C Aj oraz Hp, C A} C ]ij, co wynika z badan
przeprowadzonych w pracach [2], [10] oraz [11], wigc twierdzenia S. Golaba,
Z. Mosznera i S. Midury dotyczace symetrii relacji stycznoéci T), wynikajg
bezpoérednio z Twierdzenia 1 pracy [11].

Przyjmijmy z definicji

po(A,B) =sup{p(z,B): € A} dla ACE i BCFE

Warunek (9) z definicji S. Golaba i Z. Mosznera stycznoSci zbioréw mozna
przedstawi¢ w postaci réwnowaznej

1sup{p(a:,B) cx€eAi ppx)=r}——0
r r—0t
czyli
%pO(Aﬂ Syl 1), B) ——0 (14)
gdzie S,(p,r) przedstawia sfere o §rodku w punkcie p i promieniu r w prze-
strzeni metrycznej (E, p).
Przyjmujac a(r) = 0 oraz b(r) = r dla r > 0, warunek (14) mozna zapisaé
W postaci
~P0(AN S5 )aty, B 1 Sy(pi1 i) ——0 (15)
Oznacza to, ze zbioér A jest (a,b)-styczny rzedu 1 do zbioru B w punkcie
p € E w sensie definicji podanej przez W. Waliszewskiego w pracy [12],
co zapisujemy (A, B) € Tp (a,b,1,p). Zbiory Sy(p,7)a(r)s Sp(p,7)p(r) Przed-
stawiaja tutaj odpowiednio a(r), b(r)-otoczenia sfery S,(p,r) w przestrzeni
metrycznej (F, p) (zobacz definicje (3)).
Funkcja py wystepujaca w warunku (15) stycznoéci zbioréw jest szczegol-
nym przypadkiem nieujemnej funkcji rzeczywistej I, o ktérej mowa w definicji
stycznoéci, sformutowanej w pracy [12]. Funkcje a(r) =01 b(r)=r dla >0
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w warunku (15) sa szczegélnymi przypadkami funkcji a, b, ktére wystepuja
w podanej wyzej definicji. Ponadto w definicji tej méwi sie o stycznoSci
zbioréw rzedu k, gdzie k jest dowolna, dodatnig liczbg rzeczywista.

Definicja ta, jak wida¢ z przytoczonych powyzej powodéw, w istotny sposéb
uogdlnia oméwione wezedniej definicje stycznoSci zbioréw w przestrzeniach me-

trycznych.
Niech f bedzie dowolna, rosnaca i subaddytywng funkcjg ciggla, okreslong
w prawostronnym otoczeniu 0 taka, ze f(0) = 0. Niech 3y, oznacza klase

wszystkich funkcji | spelniajacych warunki:
10 l: EoXEO—>[0,00),
20 f(p(A, B)) <U(A,B) < f(d,(AUB)) dla A,B € Ey.

Opierajac sie na definicji stycznosci zbioréw podanej przez W. Waliszewskie-
go, rozwazam w wielu swoich pracach (zobacz miedzy innymi prace: [6]-[8])
rézne zagadnienia dotyczace stycznoSci zbioréw, w uogdlnionych przestrze-
niach metrycznych generowanych przez funkcje nalezgce do klasy §y,.
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