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Streszczenie. W pracy zajeto si¢ jednym z aspektow rozwiazania rdwnan Naviera-Stokesa.
Jak wiadomo, rozwiazanie numeryczne tych réwnan stwarza wiele probleméw zwiazanych
ze stabilnoscia procesu obliczeniowego. W celu pokonania tych trudno$ci zastosowano
metode elementéw skonczonych z wykorzystaniem elementéw Taylora-Hooda, ktore
dzieki mieszanym funkcjom aproksymacyjnym, innym dla predkosci i ci$nienia, pozwalaja
na osiagnigcie zbieznosci rozwiazania. Zaprezentowano przyklad obliczeniowy potwier-
dzajacy skuteczno$¢ analizowanej metody.

1. Matematyczne podstawy zagadnienia
Przeplyw dowolnej cieczy mozna zamodelowac, opierajac si¢ na réwnaniach

Naviera-Stokesa (1) i réwnaniu ciaglosci (2) [1, 2]. Rozpatrywany bedzie przeptyw
lepkiej cieczy niescisliwej w obszarze dwuwymiarowym
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Powyzsze réwnania uzupeiniaja warunki brzegowe (3):
u =
|r & 3)
V|r =&

gdzie u, v oznaczajg sktadowe predkosci w kierunkach x, y, P jest ci$nieniem,
p gestoscia cieczy, v wspolczynnikiem lepkosci kinematycznej, X, Y sitami maso-
wymi, a g1, &, danymi funkcjami opisujacymi predkos¢ na brzegu.
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Algorytm metody elementéw skonczonych wyprowadzono z tzw. kryterium
metody odchylek wazonych, ktére dla réwnan (1) i (2) ma nastepujaca postac:
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gdzie w jest pewna funkcja wagi.
W celu obnizenia rzedu pochodnej w réwnaniach (4) mozna skorzysta¢ z twierdze-
nia Greena
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Prowadzi to do nastepujacej postaci réwnan
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Przyjmujac, ze:
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rownania (6) mozna zapisa¢ w krétszej postaci:
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2. Algorytm MES

W celu rozwigzania rownan (7) nalezy dokonaé dyskretyzacji wnetrza Q i brze-
gu obszaru I' rozwazanego obszaru plaskiego. Proces dyskretyzacji polega na za-
stapieniu calej przestrzeni obszaru zbiorem prostych figur geometrycznych, naj-
czesciej trojkatéw lub czworokatow [3]. W przypadku rownania przewodnictwa
ciepta wystarczy zastosowaé tzw. elementy skonczone I rzedu, czyli posiadajace
wezly tylko w wierzchotkach. Rozklad dowolnej wielkosci wewnatrz takiego ele-
mentu okresla sie za pomoca liniowych funkcji aproksymacyjnych. Réwnanie
Naviera-Stokesa wymaga zastosowania elementéw skonczonych II rzedu, tzn. po-
siadajacych dodatkowe wezly w srodku kazdego boku. Dodatkowym wymogiem
jest zastosowanie mieszanych funkcji aproksymacyjnych. Podejscie takie zapewnia
stabilno$¢ rozwiazania koncowego uktadu réwnan. Dla utatwienia dalszych rozwa-
zan zastosowano trojkatne elementy skonczone Il rzgdu z mieszanymi funkcjami
aproksymujacymi, liniowymi i kwadratowymi. Tego typu elementy okresla si¢
mianem elementow Taylora-Hooda.

Ponizej zaprezentowano posta¢ rownan (7) rozpisanych jako suma po wszyst-
kich elementach skonczonych
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Do dalszych rozwazan wprowadzono dwa rodzaje funkcji aproksymacyjnych
(funkcji ksztaltu elementow):
- w =L - liniowe funkcje ksztattu;

Gw N @ = N pochodne kwadratowych funkcji ksztaltu.
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Dodatkowo zastosowano tzw. wielkosci wezlowe:
u=Nu,, v=N,v;, u=N,u, )

gdzie: i=1,...,3, [=1,...,6.
Stosujac powyzsze podstawienia, mozna zapisa¢ dla pojedynczego elementu
skonczonego:
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gdzie: i,j=1,...,3,,J=1,...,6.
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Wyprowadzajac podstawienia:
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oraz:
B =N,X,
B,=N/Y, (1)
B, =0

mozna zapisa¢ dla pojedynczego elementu skonczonego

K, 0 K; u; B,
[l 0 K, K@y, |=[[| B, g (12)
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1

Dokonujac agregacji modelu dyskretnego, otrzymuje si¢ standardowa postaé
uktadu rownan

Kx =B (13)

3. Przyklad symulacji numerycznej

Na rysunku 1 przedstawiono symulacje przeplywu pomiedzy dwoma nierucho-
mymi réwnolegltymi Scianami. Na lewej krawedzi zadano stata predkosé¢ u = 0.05.

Gestos¢ p= 1. Lepkos¢ kinematyczna dla rysunkow a, ¢, e wynosi v=1,dlab, d, f
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lepkos¢ v = 0.001. Obliczenia wykonano dla obszaru pokrytego siatka zlozona
z 1214 6-weztowych trojkatnych elementow skonczonych.
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Rys. 1. Predkos¢ u (a, b), v (¢, d) i cisnienie p (e, f) dla stanu ustalonego

Whioski

Rozwigzanie numeryczne réwnan N-S nastrecza kilka probleméw. Nalezy za-
znaczy¢, ze macierz K jest zle uwarunkowana, co powoduje niedogodnosci w roz-
wigzaniu ukladu rownan. Zastosowanie nieodpowiedniego preconditionera dla
metod iteracyjnych moze powodowa¢ wolne zbieganie si¢ rozwigzania lub wrecz
brak zbieznosci. Stosunkowo szybko uzyskuje si¢ rozwigzania, stosujac metode
SuperLU. Kolejnym problemem sg silnie nieliniowe cztony bezwladnosciowe wy-
stepujace w rownaniach N-S. Jezeli sg one niezerowe, nalezy do ostatecznego wy-
niku dochodzi¢ poprzez ciag rozwiazan iteracyjnych. Mozna tego dokona¢, stosu-
jac metode iteracji bezposredniej lub tez metode Newtona-Raphsona. Poza tym,
gdy w rozwazanym o$rodku cieklym konwekcja zaczyna dominowa¢ nad dyfuzja,
moze sie okazaé, ze standardowe sformulowanie Galerkina moze nie wystarczy¢
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do osiagniecia poprawnego rozwigzania. Nalezy wowczas uciec si¢ do innego
sformutowania MES, np. metody Petrova-Galerkina [4].
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